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КВАНТОВАЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКА, АНОМАЛЬНЫЕ МАГНИТНЫЕ 
МОМЕНТЫ ЛЕПТОНОВ, ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЕ ВКЛАДЫ, ВЫС­
ШИЕ ПОРЯДКИ РАЗЛОЖЕНИЙ, ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОГРЕШНОСТИ 
Целью работы является получение аналитических выражений для вкладов 
в аномальные магнитные моменты лептона от диаграмм поляризации ва­
куума одинаковыми лептонными петлями в высших порядках теории воз­
мущений. 
Объектом исследования являются ряды теории возмущений по электро­
динамической константе α (постоянной тонкой структуры). 
Предмет исследования - вклады поляризации вакуума лептонными пет­
лями и погрешности, связанные с учетом конечного числа слагаемых в 
пертурбативных разложениях. 
Исследованы вклады в аномальные магнитные моменты лептонов от 
диаграмм поляризации вакуума замкнутыми лептонными петлями в выс­
ших порядках разложения по постоянной тонкой структуры. Рассмотрен 
случай, когда лептонные петли образованы одинаковыми лептонами с мас­
сой меньшей, чем масса исходного лептона (t < 1). Для коэффициентов 
разложения an(t) получено два взаимно дополняющих новых выражения, 
по разному ведущих себя как функция t. 
Научная значимость полученных результатов обусловлена уже самой 
физической величиной, поскольку аномальные магнитные моменты элек­
трона и мюона является одними из наиболее точно измеряемых величин в 
физике частиц. В связи с чем возникает потребность в высокоточных теоре­
тических расчетах. В настоящее время проводятся эксперименты по даль­
нейшему уточнению экспериментальных значений аномальных магнитных 
моментов лептонов, а с теоретической стороны - ведется поиск эффектов 
новой физики. Результаты теоретических и экспериментальных исследова­
ний важны не только для физики элементарных частиц, но и имеют более 
широкое значение, так например, для получения значения фундаменталь­
ной физической константы - постоянной тонкой структуры. 
Практическая значимость исследований связана с возможностью даль­
нейшего применения развитых эффективных методов аналитических вы-
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числений, а также применением созданного пакета компьютерных про­
грамм, в частности для оценки теоретических погрешностей при разло­
жении физической величины в ряд по какому-то параметру. 
Методы аналитических вычислений были использованы в ходе выполне­
ния НИР в рамках Государственной программы научных исследований на 
2016-2020 годы "Конвергенция-2020" (подпрограмма "Микромир, плазма и 
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ВВЕДЕНИЕ 
Теоретическое и экспериментальное изучение проблемы аномальных 
магнитных моментов мюона и электрона на протяжении многих десятиле­
тий и по настоящее время играет важную роль в развитии представлений о 
взаимодействии элементарных частиц и свойств теорий их описывающих, 
и накладывает ограничения на альтернативные теории и экзотические вза­
имодействия. Ранее нами была обнаружена возможность получения более 
точных, чем имеются в литературе, аналитических выражений для ряда 
диаграмм поляризации вакуума лептонными петлями, включая, если все 
лептоны одного сорта, предел, когда число лептонных петель п стремит­
ся к бесконечности. Тогда, в отличие от численных значений, получаемых 
при интегрировании, появляется возможность найти явную зависимость 
соответствующих вкладов от числа петель п и отношения масс лептонов; 
проанализировать поведение ряда в целом, дать оценку погрешности, свя­
занную с обрывом ряда теории возмущений при нахождении величины по­
стоянной тонкой структуры а, которая относится к фундаментальным фи­
зическим константам. 
п 
Рисунок 1 - Диаграмма поляризации вакуума, дающая вклад в аномаль­
ный магнитный момент лептона (д — 2)^, от поляризации вакуума п 
лептонными петлями, образованными лептонами с массой rri£ 
Имеющиеся в настоящее время рассогласование между теоретическими 
и экспериментальными значениями для аномальных магнитных моментов 
мюона и электрона стимулирует всевозможные теоретические проверки. 
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Подробная информация содержится, например, в книге [1], обзоре [2], а 
также в оригинальных работах [3-7]. Конкретно, это расхождение aL = 
exp theor 
aL - aL составляет: 
aм ~ (270.6 ± 72.6) х 10 - 1 1 , aе ~ ( -87 ± 36) х 10-14 , 
т.е. ~ 3 , 5σ для аномалии мюона и ~ 2, 5σ - для электрона. Такое расхож­
дение и неожиданный факт, что знак aе противоположен знаку aм, вы­
зывает повышенный интерес, поскольку может рассматриваться, как ука­
зание на проявление новой физики за ее пределами Стандартной Модели. 
В общем виде квантово-электродинамический (КЭД) вклад в аномаль­
ный магнитный момент лептона L представляется [1] в виде суммы 
a ( Lда» = A 1 + A 2 ( m + A 2 ( m + A3 ( m , m . 
mL mL mL mL 
Здесь m(1 и m£2 есть массы лептонов"внутри", a mL - масса внешнего 
лептона. Каждый член в этой сумме может быть записан в виде степенного 
ряда по постоянной тонкой структуры α: 
A, = £A«2Ч ( α\ * 
π к>1 
Недавно улучшенное значение постоянной тонкой структуры можно най­
ти в работе [5]. 
Коэффициенты A(1 2 являются универсальными, поскольку не зависят 
от масс лептонов. Эти коэффициенты определяются только диаграммами 
с замкнутыми петлями, сформированными тем же самым лептоном как 
и внешний лептон (это отвечает диаграмме, изображенной на рисунке 1, 
если положить, L = ) или диаграммами, в которых имеются еще вирту­
альные фотоны. Наше рассмотрение мы начинаем именно со случая, когда 
все лептоны одинаковые и фотонных вставок нет. Впервые коэффициент 
(2) 
A1 = A1 = 1 / 2 был получен много лет назад Ю. Швингером [8]. Точные 
аналитические результаты для коэффициентов A(14 и A(16 также известны 
(смотрите, например, книгу [2]). Впервые аналитическое выражение для 
коэффициентов A(1 2 при n ^> 1 (порядок разложения k на единицу боль­
ше, чем число петель n) было получено в работе [9], используя метод сед-
ловой точки в области x близкой к 1. 
В настоящих исследованиях вместо обычно используемых обозначений 
A(1 2 ДЛЯ коэффициентов разложении по (α/π), мы будем использовать 
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обозначение an - это соответствует: an => A(1 2 n + , в случае если все рас-
( n+2) 
v.p. • 
(2n+2) сматриваемые лептоны одного сорта, и an => A2 v . p . , если лептоны в петле 
отличаются от внешнего лептона. 
Цель НИР является нахождение аналитических выражений в высших 
порядках разложения по α для вклада в аномальный магнитный момент 
лептона с массой mL от диаграмм поляризации вакуума одинаковыми за­
мкнутыми лептонными петлями (см. рисунок 1) с массой виртуального леп­
тона m 7 в случае m /mL < 1. Будет показано, что полученные выражения 
являются более точными, чем известны в литературе, и хорошо работа­
ют как при малых, так и больших номерах n. Для реальных физических 
значений масс лептонов будет сделана оценка на значения n*, начиная с ко­
торых асимптотические выражения обеспечивают хорошую (процентную и 
лучше) точность. 
Приведенное в работе [9] выражение имеет вид 
aa s = e-fenln(n/6)-n πn (1 + O(1/n)) 
из которого, если воспользоваться тем, что 
nne -nл/2πn 
lim ! = 1 
следует очень интересное выражение, показывающее факториальный рост 
коэффициентов an 
an 2 1 e Зn , n > 1 . 
Далее, не используя метод седловой точки, мы полученим это выраже­
ние и найдем начиная с каких значениях n* обеспечивается та или иная 
точность. 
1 Вклады высших порядков от масс-независимых диаграмм 
поляризации вакуума замкнутыми лептонными петлями 
1.1 Теоретические основы 
Выражение для коэффициентов an можно представить в виде 
1 
a dxF (x) 1.Г 
Здесь 







+ 3 x 2 3x3 
ln(1 x) 1.21 
Поведение подинтегральной функции Fn(x) показано на рисунке 2 во 
всей области интегрирования по x и на рисунке 3 вблизи верхнего предела 
интегрирования x = 1. Как видно из этих рисунков, с ростом порядка n 






Рисунок 2 - Поведение точной 
подинтегральной функции Fn(x) 
в (1.1) при разных значениях 


















Рисунок 3 - Поведение функции 
Fn(x) вблизи верхнего предела 
интегрирования при разных зна­
чениях n (цифры у кривых) 
Рисунок 3 показывает то, что имеется универсальная точка (x 0 , y 0)7 че­
рез которую функция Fn(x) проходит независимо от n и после прохождения 
которой происходит смена режима, причем рост происходит тем быстрее, 
чем больше n. Поскольку при x = 1 функция Fn(x) обращается в ноль, то 
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возникает резкий максимум, что позволяет сделать оценку an при больших 
значениях n, используя метод перевала (седловой точки). 
Если попытаться вычислить интеграл (1.1) аналитически, то оказыва­
ется, что с помощью компьютерных программ "Mathematica" и "Maple" это 
удается сделать вплоть до значений n = 12. Знание точных выражений 
позволяет найти то число петель n*, начиная с которого приближенное 
аналитическое выражение дает оценку с требуемой точностью. Так точ­
ность < 10% достигается, начиная с n* = 7, а точности < 1%, начиная с 
n* = 11. 
1.2 Вывод асимптотического выражения для универсального 
вклад 
Если ориентироваться на изучение поведения больших n (высокие 
порядки разложения), то основной вклад в интеграл (1.1) вносит область 
больших x. Тогда подинтегральная функция в (1.1) примет вид 
Fas(x) (1 3 n - x) 3 
ln (1 x) 1.3) 
На рисунке 4 дается сравнение поведения точной Fn(x) и приближенной 
Fas(x) функций при n = 2, 3, 4, 6 и 8 для области 0.95 < x < 1. Как видно 
из этого рисунка после прохождения xQ поведение точной и приближенной 
функций очень похоже. 
Рисунок 5 демонстрирует поведение приближенной функцииFna s(x) для 
всей области интегрирования по x. Из этого рисунка видно, что при малых 
x приближенная функция растет, кроме того при нечетных n она стано­
вится отрицательной, тогда как точная функция Fn(x) (смотрите рисунок 
3) всегда положительная и стремится к нулю при x —>• 0. Сравнение по­
ведения Fnas(x) с поведением функции Fn(x), приведенной на рисунке 3, 
показывает, что сближение функций происходит после прохождения точки 
(обозначим её как δ) в которой Fnas обращается в ноль. Такое поведение, 
при использовании приближения (1.3), послужило нам мотивацией для за­
мены нижнего предела интегрирования в (1.1) на δ. Тогда, сделав далее 
замену переменной x = 1 - e-u, мы приходим к интегралу 
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Рисунок 4 - Сравнения поведения 
приближенной функции (1.3) -
сплошные линии, с точной (1.2) 
(пунктирные) при значениях x 
близких к 1 для разных значе­






Рисунок 5 - Поведение при­
ближенной подинтегральной 
функции (1.3) для разных зна­
чениях n (цифры у кривых) для 
всего интервала интегрирования 
который можно вычислить точно. Действительно, обозначив выражение в 
квадратных скобках в интеграле (1.4) через y, получаем 
˜ a 
yпe 2 dy. 
Поскольку известно, что 
∞ y" e-2dy = 2-1-"Γ(1 + n,2z) 
1.5) 
1.6) 
то, полагая z = 0, приходим к выражению 
6 a
a(t) Γ(1+n) i-7) 
Очевидно, учитывая, что Γ(1 + n) = n!, мы вточности получаем приве­
денное во Введении выражение, которое, как было отмечено, впервые было 
получено, используя метод седловой точки, в работе [9]. 
Перейдем к рассмотрению более сложного случая, когда вклад в ано­
мальный магнитный момент лептона (g - 2)L соответствует поляризации 
вакуума замкнутым лептонным петлям с массой m£ = mL. 
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2 Вклады высших порядков от масс-зависимых диаграмм 
поляризации вакуума лептонными петлями 
Рассмотрим случай, когда лептоны в петле одинаковые, но отличны 
от исходного (рисунок 1). Тогда появится зависимость от масс лептонов, 
которую мы будем выражать через переменнуюt, определяемую квадратом 
отношения масс лептона в петле m к массе внешнего лептона mL, 
t(m /mL) ЕЕ ( m ) . (2.1) 
mL 
Известны следующие оценки поведения коэффициентов разложения, со­
ответствующих диаграмме, изображенной на рисунке 1. Приведенное в ра­
боте [9] выражение, обобщенное на случай t < 1, имеет вид 
aan s(t)~- e"n!, t<1, n>1. (2.2) 
В работе [11] для коэффициентов an(t): также используя метод седловой 
точки, но вблизи точки x = 0, была приведена следующая оценка, которую 
мы обозначим как cans: 
cn ( t ) - ( " 2 ) eln!Vt, t<1. (2.3) 
В наших исследованиях, не используя метод седловой точки, мы найдем 
поведение коэффициентов an при больших и малых n и проведем сравнение 
с выражениями (2.2) и (2.3). 
2.1 Теоретические основы 
Как отмечалось выше, от диаграмм поляризации вакуума одинаковы­
ми замкнутыми лептонными петлями представим в виде разложения по 
постоянной тонкой структуры α 
(α) n+1 αL ( t ) = an ( t ) π . (2-4) 
n=1 
Коэффициенты разложения an(t) можно записать как 
В сумму не включено слагаемое с n = 0 - известный результат Швингера [8]. 
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Таблица 1 - Коэффициенты an(t) в разложении (2.4) в зависимости от 
порядка n при разных значениях t: включая t1 = t(mfJ,/mT), t2 = t(me/mfJ,) 




n = 10 
n = 20 
n = 40 
1 
1.6 · 10 - 2 
3.4 · 10 - 4 
1.1 · 10 - 3 
1.2 · 101 
1.1 · 1015 
1 · 10 - 2 0.25 
0.41 
6.3 
1.2 · 105 
1.1 · 1019 
t1 3.5 · 10 - 3 0.36 
1.3 
3.4 · 101 
9.1 · 105 
8.7 · 1019 
t2 2.3 · 10 - 5 1.1 
5.9 · 101 
1.8 · 104 
8.8 · 109 
2.0 · 1024 
t3 8.3 · 10 - 8 2.0 
7.6 · 102 
1.9 · 106 
2.8 · 1013 
1.4 · 1029 
an(t) / (1 - x) [-f(x,t)]ndx . 
0 
12.5) 
Зд(сь функция f(x,t) определяется поляризационным оператором, Π(x,t) 
) f(x,t), и равна 
f(x, t) 
9 
4t(1-x) 2t(1-x)-x2 4 ) 2 
( x + \ /4 t(1 - x) + x2 \ 
(2.6) 
ln 4t(1 - x) 
Следует отметить, что если для коэффициентов an(t) при t = 1 известны 
точные аналитические выражения вплоть до n = 13 [10], то для t = 1, 
аналитические выражения получены только для n = 1 и 2, а для n = 3 и 
4 имеются только асимптотические разложения при малыхt < 1 [12,13] и 
больших t > 1 [13,14]. 
В таблице 1 представлены значения коэффициентов an(t): найденные 
численным интегрированием выражения (2.5) при значениях t < 1. Со­
ответствующие коэффициенты обозначены как aneхас . Выбранные значе­
ния t: кроме t = 0.01, взятого для полноты рассмотрения и сравнения 
с расчетами из работы [11], соответствуют реальным физическим случа­
ям; t1(mM/mT = 16.82), t2(me/ml_l = 207) и t3(me/mT = 3477.5). Очевидно, 
что представляет интерес выявить закономерности, связывающие эти столь 
разные по величине численные значения. 
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2.2 Вывод асимптотического выражения для масс-зависимого 
случая 
Впервые аналитическое выражение для коэффициентов an(t) при t =1 
для больших номеров n было также получено в работе [9], используя ме­
тод седловой точки в области x близких к 1. Действительно, если ориен­
тироваться на изучение поведения коэффициентов в разложении (2.4) при 
больших n (высокие порядки), то основной вклад в интеграл (2.5) вносит 
область больших x, как это демонстрируют рисунок 6 для Fn(x,t = 0.01), 
а также приведенный ранее рисунок 3 для Fn(x,t = 1). Тогда для функции 
(2.6) при t < 1 можно записать приближение 
f(x,t) = 5 + 1 nt + 1 n(1-x) (2.7) 







0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
X 
Рисунок 6 - Поведение точной подинтегральной функции при разных 
значениях n (цифры у кривых) для t = 0.01 
Как и ранее для случая t = 1, близость приближенной функции Fnas(x, t) 
14 
1 Fna s(x, t) = (1 3 n x) ln t - ln (1 x) 
к точной достигается после прохождения точки, в которой Fa s = 0. Такое 
поведение функции Fnas(x,t) служит нам мотивацией для замены нижнего 
предела в интеграле (2.5) на δ = 5/3. 







lnt + u 2u e du [2.9) 
Обозначив выражение в квадратных скобках через y7 получаем 
1 




Используя выражение (1.6), в котором полагаем z = -lnt, получаем иско­
мое выражение в виде 
a˜an
 s(t) 
1 1 e з 
2 6 t2 
Γ ( 1 + n , - 2 l n t ) 2.1Г 
Поскольку для Γ-функции при n ^> 1 справедлива оценка 
Γ(1 + n,2z) - n ! 
2 n+1 zn+1e-2z 
n 












Очевидно, что если не учитывать второе слагаемое, то мы приходим к 
выражению (2.2), которое, как отмечалось ранее, впервые было получено, 
используя метод седловой точки, в работе [9]. Таким образом, мы подтвер­
дили и уточнили результат этой работы. 
В таблице 2 и 3 приведены точные значения коэффициентов anexact , полу­
ченные путем численного интегрирования (2.5), и приближенные значения, 
полученные используя выражения (2.2) и (2.11), соответственноaans и a ˜ ns. В 
таблице 2 значения коэффициентов даны для отношения масс ml/mL = 10 
(t = 0.01), а в таблице 3 для отношения ml/mL = 207 (t = t2 — 2.3 • 10-5). 
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Таблица 2 - Значения коэффициентов aa s (t) и a ˜ ans(t), согласно выражениям 














































1.1643 · 105 
2.1393 · 101 1 






















1.1869 · 105 
2.1402 · 1011 






















1.1862 · 105 
2.1402 · 101 1 





















1.1637 · 105 
2.1393 · 101 1 
6.7117 · 1027 
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Таблица 3 - Сравнение значений коэффициентов aans(t) и a ˜ans(t) при ис­
пользовании выражений (2.2) и (2.11), соответственно, для вклада от n 





































2.1426 · 105 
7.5486 · 105 
2.7119 · 106 
9.9330 · 106 
3.7094 · 107 
1.4125 · 108 
5.4855 · 108 
2.1735 · 109 
8.7906 · 109 
3.6339 · 1016 

































· 108 6.8818 · 108 
2.0645 · 109 
6.5377 · 109 
2.1792 · 1010 
3.9293 · 1016 
1.2323 · 1033 
a˜an











1.5103 · 105 
5.8573 · 105 
2.2856 · 106 
8.9811 · 106 
3.5564 · 107 
1.4206 · 108 
5.7296 · 108 
2.3363 · 109 
9.6436 · 109 
3.8158 · 1016 
1.2323 · 1033 
Таблица 4 - Порядок n*(t), начиная с которых асимптотические выраже­
ния (2.2) и (2.11) обеспечивают точность < 10% 












Последний столбец в таблице 2 демонстрирует улучшенный результат, к 
получению которого мы перейдем в следующем разделе. Как следует из 
этих таблиц, значения aans ближе к точному результату, чем aans. 
В таблице 4 приведены значения n*(t), начиная с которых асимптотиче­
ские выражения (2.2) и (2.11) обеспечивают точность < 10%. Как видно из 
этой таблицы, с уменьшением t формула (2.2) дает всё хуже и хуже резуль­
тат и промежуточная область небольших значений n, в которой точные вы­
ражения отсутствуют, оказывается не охваченной. Выражение (2.11) дает 
улучшенный результат, однако область небольших n она также не охва­
тывает. Действительно, если t мало, то асимптотика (2.7) работает при 
очень больших n. Отметим, функция (2.7) обращается в нуль, только если 
- 5 г 
t > e 3 ~ 0.19 и при рассматриваемых значениях t (см. таблицу 1), всегда 
имеющийся при t = 1 нуль у функции (2.7) исчезает. Как будет показано 
ниже, если использовать приближенное выражение, обеспечивающее обра­
щение подинтегральной функции в нуль, то можно получить значительно 
более точный результат, чем (2.11). Сравните, например, значения ˜ aans и bn 
в таблице 2. 
2.3 Вычисление коэффициентов bn 
Зададимся целью получить для коэффициентов an(t) выражение, даю­
щие хорошую точность и при небольших номеров n. Для этого воспользу­
емся приближением (см., например, работу [11]), уточняющем поведение 
функции f(x,t) в интеграле (2.5): 
f ˜( x,t) = 5 + 1 l n t - 1 ln ( 1 - x ) , x=0. (2.13) 
Коэффициенты разложения в этом случае обозначим как bn, т.е. 
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<*L(t) bn ( t ) (f) 
где 






ln t + - ln 




Интеграл (2.15), в принципе, может быть вычислен точно. Так напри­
мер, выражения для первых 5 коэффициентов имеют вид: 
1 25 
b 1 ( t ) = -6lnt-36' 
1 2 25 317 1 2 
b2( t ) = 18 l n t + 54 l n t + 324 + 2 7 ^ 
2.16) 
2.17) 








2 l n t 
8609 25 
5832 - 162 
7Г 9 С(3) 
2.18] 
1 l 4 25 l 317 2 2 
b4(t) = n t + n 3 t+ + —тг2 n t 
162 243 486 81 
8609 50 2 8 ( ) l 
317 2 2 4 100 




b 5(t) 486 
ln5t 125 
2916 
1585 10 2 




20 323065 1585 2 
+ —7Г2 + —((3) ln 2 t 81 
+ 
78732 2187 7Г 
2 4 500 
+ 81 + 243 
3170 
729 C(3) 










Эти выражения совпадают с теми, что приведены в литературе, а именно, 
в работе [11], в которой они были получены впервые с использованием 
19 
преобразования Бореля, а также с точностью j\oO( t) с асимптотическими 
выражениями из работы [12] (см. соответственно в этой работе, выражения 
(4.6) и (4.24) и (Al), (A9), в которой они были получены с использованием 
интегралов Меллина-Барнеса [15-17]). 
Следует отметить, что при больших значениях n > 15 нахождение ана­
литических выражений на обычном компьютере с помощью пакета "Mathematica" 
становится проблематичным. Эту трудность можно легко обойти, если, сле­
дуя работе [11], воспользоваться преобразованием Бореля и представить 
коэффициенты bn в виде 
n- 1 
bn = 2_^ Cn-1Gn-k bk . (2.21) 
k=0 






1) n-1 + - + 1 + ζ(n)[(-1) n + 2 n - 1 ] 
1 L- 25 , L 
3 18 
l n t 
1 
2 
В работе [11] искомое решение (2.21) записывалось как 
n 1 
/ J bn,mL 





а числа bn,m находились из рекурентного соотношения 




bn-1,m + / J Cn-1Gn-k bk,m , b,m — δ 0,m 
k= 
2.25) 
Отметим, что можно не использовать представление (2.24), а непосред­
ственно находить bn из (2.21). Так, если в работе [11] сказано, что получены 
выражения до n = 18, то, используя (2.21), мы легко получаем ответ до 
n = 25 (в принципе можно для любых n). 
2.4 Вычисление коэффициента ˜ bn(δ) 
Как следует из выражения (2.13), появление под логарифмом x приво­
дит к тому, что у функции f(x,t) появляется полюс в точке x = 0, тогда, 
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как исходная функция f(x,t) стремится к нулю при x —>• 0. На рисунке 
7 для t = t1 и на рисунке 8 для t = t2 показано поведение приближенной 
f ˜(x, t) и точной f(x, t) функций, определяемых выражениями (2.13) и (2.6), 
соответственно. На этих рисунках приводится также поведение этих функ­
ций при возведении их в степень, которая указана цифрой у кривых. Как 
видно из этих рисунков, функции сближаются после прохождения точки, в 
которой f ˜ = 0. Обозначим эту точку через 5 и запишем для нее уравнение 
5 
3 
ln t + ln S
2 
1-5 
решая которое находим 











;yt--'yt + 0 ( t 3 ) 
J 
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
X Рисунок 7 - Сравнение поведения функций f(x,t) и f(x,t) (цифра у 
кривых 1) при t = t17 а также при возведении этих функций в степень 3 и 
4 (цифры у кривых) 
В таблице 5 приведены численные значения 5 при рассматриваемых на­
ми значениях t. Как видно из этой таблицы, физическим значениям t со­
ответствуют небольшие значения 6, что позволит нам в дальнейшем вос­
пользоваться разложением по 5. 
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5 г-
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 
Рисунок 8 - Сравнение поведения функций^ f(x,t) и f(x,t) (цифра у 
кривых 1) при t = t2, а также при возведении этих функций в степень 3 и 
4 (цифры у кривых) 
Таблица 5 - Точка обращения функции f(x,t) в ноль в зависимости от 


















Обозначим как ˜ bп коэффициенты, определяемые интегралом (2.15), если 




3 n 1x) 5 -lnt+ln1 x 2.29) 
Прямым интегрированием нетрудно получить выражения дляbп(δ) при 
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небольших значениях п, например 
ш = 1 1 1 1 - (1 + 52 - 25) ln£ + 95 - - ln(1 - 5) - -5(2 - 5) 
6 18 6 6 
х l n м 2 --*2 - - . 
1 - 5 36 36 ' 
˜ 2 w = 1 о ^ 2 -2)ln 2 + 9 
13 
+ — 52 + 45 ln5 -252 ln5 
25 + ( 1 - 5 ) 2 l n ( 1 - 5 ) - 195 
317 203 г 89 г2 
324 - 162 324 
1 2 2 + - ( 1 - 5 ) 2 l n 2 ( 1 - 5 ) + 
2.30) 
2.3Г 
2 (2 - 5)5ln5 + 1 (1 - 5)(25 - 135) 
х ln(1 - 5) + 2 (52 - 25) ln 2 5 + 1 (38 J - 13 2 )ln ^ + 2 Li2(1 - <*) 9 27 9 
ад 54 1 + 25 - 52) ln3£ - — [ 25 - 385 + 1352 + 6ln(1 - 5) 108 




-4065 + 8952 + 150 ln(1 - 5) - 2285 ln(1 - 5) + 7852 ln(1 - 5) 
+18ln2(1 - 5) - 365ln2(1 - 5) + 1852ln2(1 - 5) + 4565ln5 (2.32 
-15652ln5 + 1445 ln(1 - 5) ln 5 - 7252ln(1 - 5) ln 5 - 1445 ln2 5 
4 / 1 1 1 ' 
+ 7 2 5 l n 5 + 72Li2(1 - 6) ln - - ( (3) + - + 1 5 
54 
^ ln3(1 - 5) 
+ -— - - 5 ln 5 - — 5 2 + - 5 + -52 ln Л ln 2 (1 - 5) 
108 9 108 54 9 
+ 
317 1 1 
— + —(12 - 1252 + 245) ln 2 5 + — (2652 - 765) ln 5 
324 54 54 
89 r2 203 r 
5 + 5 - Ш 1 - 5 ) 9 v 324 
38 r 13 2 2 r 
+ 27* -27* l n 5 + 
162 
ln(1 - 5) + 8 + 42 l n 
27 27 
2 2 89 f2 4 . 203 —7г + 5 + -Li2(1 - 5) 27 162 9 81 
5 ln 5 
4955, 25 n 4 r 8609 1301 2 2 n 5 Li2(1 - 5) + -Li3(5) 5 + -Li3(1 - 5). 2916 27 9 5832 5832 9 
С ростом п выражения для Ъп(5) становятся все более громоздкими. 
Понятно, что путь прямого интегрирования не пригоден дляп ^> 1. Тогда, 
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как и при нахождении коэффициентов bn, которые далее мы обозначаем 
как b(n), поскольку bn = bn(δ = 0), воспользуемся техникой преобразования 
Бореля и представим выражение для нахождения ˜ bn в виде 
∞ 3 n B(k) = У"—˜ bnkn. (2.33) 
n=0 
Подставляя (2.29) в выражение (2.33) и суммируя по n, получаем 
1 2k 
B(k) = ekβ x dx. (2.34) 
δ (1-x)k-1 v ) 
Здесь 
β = - - - l n t . (2.35) 
3 
Содержащийся в выражении (2.34) интеграл вычисляется точно: 
1 x2k = Γ(1 + 2k)Γ(2-k) δ1+2k2F1(-1 + k,1 + 2k;2(1 + k);δ) 
(1-x) k-1 Γ(3 + k) 1 + 2 k 
(2.36) 
Тогда 
kβ [ Γ(1 + 2k )Γ(2 - k) δ1+2k2F1(-1 + k, 1 + 2k; 2(1 + k); δ) 
B( k ) = e Γ(3 + k) 1 + 2k 
(2.37) 
Дифференцируя это выражение по k и полагая k = 0, получаем выра­
жение для ˜ bn в виде 
bn(t) = b( n 0 ) ( t ) - bn(t), (2.38) 
где bn(t) определяется выражением 
nм = nφ(n)( k,δ ( t ) ) | k = 0 . (2-39) 
Верхний индекс (n) у φ-функции означает n-ую производную по k, сама 
функция определяется выражением 
φ ( k,δ) = ekβ 2 F 1 (-1 + k,1 + 2k;2(1 + k);δ) δ1+2 k {2Щ 
1 + 2k 
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Найти n-ую производную φ(k, δ) в явном виде не удается. Однако, учи­
тывая, что при t, соответствующих рассматриваемым физическим значени­
ям t1, t2 и t3, по величине δ мало (см. таблицу 5), то функцию (2.40) можно 
разложить в ряд по степеням δ и для первых двух слагаемых записать 
φ2(k,δ) = ekβ 
1 k-1 
+ δ 1 + 2k 2(1 +k) 




1 ) 2 n Γ 1 + n, - - δe- - Γ(1 + n, -z)δ 2e z 
2.4Г 
+ 1 z nδ 2 , 
;2.42) 
z = 2 l n δ - l n ( γ t ) . (2.43) 
Это выражение с учетом соотношений δe-2 = y/γt и δ e-z = γt принимает 
вид 
φ2n)(k, δ)k=0 1 ) 2 n Γ 1 + n, -2 γt - Γ(1 + n, -z) γt 
(2.44) 
Поскольку при малых δ значение z тоже мало, то, если воспользоваться 
разложением Γ-функции при малых z и учесть, что z ~ -лγt, получаем 
1)n(2nyγt - γt) n! + O (γ t ) t + 1 . 2.45) 
Здесь мы учли, что степени (γt)2+ соответствуют уже следующим членам 
разложения функции (2.40) в ряд по δ (см. выражения (2.48) и (2.49) ниже). 
Подставляя (2.45) выражение в (2.39) и учитывая, что γ = e53, для bn(t) 
находим 
˜ = b ( n
 0 ) 
1 ) 
2 5 г 1 5 
e6Vt e3t 
3 3 n n! + O ( (γt ) +1) . (2.46) 
Легко видеть, что первое слагаемое в квадратных скобках совпадает с 
выражением для cn, определенным в (2.3). Пренебрегая вторым слагаемым 
в квадратных скобках, можно записать 
bn — n b 0) 1 
2 5 
t . 2.47) 
В работе [11] выражение для cn интерпретировалось как асимптотиче­
ская оценка коэффициента b (nK Как следует из (2.47), cn является только 
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Таблица 6 - Численные значения коэффициентов разложения в (2.14) 
при t = 0.01, полученные с использованием формулы (2.46) при вычис­










































































-2.1679 · 103 
1.4483 · 104 
-1.06160 · 105 
8.4946 · 105 
-7.3620 · 106 
6.8713 · 107 
-6.8713 · 108 
7.3294 · 108 
-8.3070 · 1010 
9.9680 · 101 1 
-1.2626 · 1013 










-2.1720 · 103 
1.4477 · 104 
-1.06173 · 105 
8.4943 · 105 
-7.3620 · 106 
6.8713 · 107 
-6.8713 · 108 
7.3294 · 108 
-8.3070 · 1010 
9.9680 · 101 1 
-1.2626 · 1013 

















5.265 · 103 
-2.451 · 104 
1.494 · 105 
-8.641 · 105 
5.576 · 106 
-3.682 · 107 
частью коэффициента разложения по степеням (a/V) в (2.14). С ростом п 
начнет проявляться вклад слагаемого, пропорционального t: присутству­
ющий в (2.46). Учет этого слагаемого позволяет продвинуться в область 
б´oльших п. Проиллюстрируем это примером расчета для t = 0.01 (смотри­
те таблицу 2 из работы [11]). 
В таблице 6 приведены численные значения anexact7 Ьn = оn' - &n, &n , 
сn и щр - сn при t = 0.01. 
При вычислении Ьn использовалось выражение (2.46), Ъn' вычислялся 
с использованием преобразования Бореля по рекуррентному соотношению 
(2.21), сn - по формуле (2.3). Как видно из этой таблицы, значения, соответ­
ствующие разности Ьn' - сn оказываются положительными и близкими к 
aexact в п л о т ь д 0 п = 9̂  Т О Г д а к а к п 0 отдельности для Ь^ и сn согласия с точ-
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ным значением нет, однако они близки друг к другу, что как бы указывает, 
что cn хорошо аппроксимирует bn. Проявление слагаемого, пропорциональ­
ного t в (2.46), начинается с n = 10. С ростом n растет, как само значение 
b (n \ так поправки bn и cn, и наблюдается эффект сокращения, который 
проявляется тем сильнее, чем больше n. Например, при оценки коэффици­
ента для n = 20 этот эффект составляет 7 порядков для разности b ( n 0) - cn 
и 9 порядков для b ( n ) - bn. Это указывает на то, что вычисление коэф­
фициентов высоких порядков таким методом потребует высокой точности 
расчета, например, при оценки коэффициента для n = 20, несмотря на то, 
что сам коэффициент не маленькое число, точность вычисления должна 
быть лучше, чем 10- . При больших n потребуется также учесть и следу­
ющие члены разложения по t (t и так далее). Трудоемких расчетов можно 
избежать, поскольку при больших n (n > 30 1 начинает хорошо работать 
формула (2.2), согласно которой b ( n 0) - bn ~ 2. 
t 
В таблицах 7, 8 и 9 приведены численные значения anexact, bnj b ( n 0 \ cn 
и b(n) - cn , также, как и в таблице 6, но только для физических значе­
ний t, соответственно, t1, t2 и t3. Эти таблицы показывают, что эффект 
сокращения уменьшается с уменьшениемt, поскольку bn ~ b ( n). Это демон­
стрирует и таблица 10, в которой дано сравнение относительной точности 
ε(b) = (anexact - b)/anexact (в процентах) при использовании приближений bn 
и b ( n 0). 
Точность нахождения коэффициентов ˜ bn в принципе может быть улуч­
шена, если учесть следующие слагаемые в разложении функции (2.40) в 
ряд по δ. Так ограничиваясь тремя слагаемыми, получаем выражение 
φ3(k,δ) = ekβ 
1 (-1 + k)δ (-1 + k)kδ2 
1 + 2k 2(1 +k) 2(3 + 2k) 
δ1+2k , (2.48) 
из которого находим 
φ (3 n )(k,t)L = φ (2 n )(k,t)L + - ^ + 7*-1+nn δ3 (2-49) 
3(-1 n Γ 1 + n,- 3 δ 3 (2.50) 
Расчеты показывают, что для рассматриваемых физических значений от­
ношения масс лептонов (t < 1) при сохранении четырех значащих цифр, 
отличий между использованием выражений (2.41) и (2.48) нет. 
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Таблица 7 - Численные значения коэффициентов разложения (2.14) 
для вклада n мюонных петель в аномальный магнитный момент тау 
лептона (t = t\): полученные с использованием формулы (2.46) при вычис­












































9.05706 · 105 
7.73019 · 108 





















9.04939 · 105 
7.71200 · 108 















-4.37652 · 106 
4.08531 · 107 
-4.08518 · 108 
4.3575813 · 109 
-4.9385847 · 1010 
5.926309 · 101 1 
-7.50666 · 1012 
1.00089 · 1014 
-8.403308 · 1019 














-4.377035 · 106 
4.08523 · 107 
4.08523 · 108 
4.3575816 · 109 
-4.9385924 · 1010 
5.926311 · 101 1 
-7.506665 · 1012 
1.00089 · 1014 
-8.403308 · 1019 




















-2.27 · 105 
2.23 · 106 
-3.68 · 107 
9.70 · 101 1 
-6.82 · 1016 
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Таблица 8 - Численные значения коэффициентов разложения (2.14) 
для вклада n электронных петель в аномальный магнитный момент 
мюона (t = t2), полученные с использованием формулы (2.46) при вычис­














































































































1.9030 · 104 
5.6901 · 104 
2.5528 · 105 
3.9913 · 105 
6.0311 · 106 
-2.3263 · 107 
3.9117 · 108 
-3.8717 · 109 
4.8703 · 1010 
-6.078 · 101 1 
8.1416 · 1012 
-6.8282 · 1018 











0.700 · 104 
-0.513 · 104 
0.4104 · 105 
-3.5566 · 105 
3.319 · 106 
-3.320 · 107 
3.540 · 108 
-4.013 · 109 
4.815 · 1010 
-6.100 · 101 1 
8.133 · 1012 
-6.8282 · 1018 















7.548 · 105 
2.712 · 106 
9.932 · 106 
3.709 · 107 
1.412 · 108 
5.485 · 1080 
2.173 · 109 
8.790 · 109 
1.321 · 1013 
3.618 · 1016 
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Таблица 9 - Численные значения коэффициентов разложения (2.14) для 
вклада n электронных петель в аномальный магнитный момент тау 
лептона (t = t3), полученные с использованием формулы (2.46) при вычис­


































1.9143109 · 106 
9.5135263 · 106 
4.7800222 · 107 
2.4270412 · 108 
1.2448689 · 109 
6.4482826 · 109 
3.3724301 · 1010 
1.7805364 · 1011 
9.4890304 · 1011 
5.1042446 · 1012 
2.7712489 · 1013 
1.5068664 · 1017 











1.9143083 · 106 
9.5135154 · 106 
4.7800175 · 107 
2.4270392 · 108 
1.2448680 · 109 
6.4482784 · 109 
3.3724282 · 1010 
1.7805355 · 101 1 
9.4890261 · 101 1 
5.1042425 · 1012 
2.7712479 · 1013 
1.5068661 · 1017 












1.91435 · 106 
9.51321 · 106 
4.78026 · 107 
2.42682 · 108 
1.24506 · 109 
6.44630 · 109 
3.37453 · 1010 
1.77814 · 101 1 
9.51769 · 101 1 
5.06793 · 1012 
2.81965 · 1013 
-2.55765 · 1017 
















-1.97595 · 106 
2.10768 · 107 
-2.38870 · 108 
2.86644 · 109 
-3.63083 · 1010 
4.84110 · 101 1 
-4.06452 · 1017 












1.91431 · 106 
9.51352 · 106 
4.78002 · 107 
2.42704 · 108 
1.24484 · 109 
6.44828 · 109 
3.37243 · 1010 
1.78054 · 101 1 
9.48903 · 101 1 
5.10424 · 1012 
2.77125 · 1013 
1.50687 · 1017 
1.05747 · 102 1 
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Таблица 10 - Сравнение относительной точности г при использовании 
выражений (2.46) и (2.21) для bn и bn\ соответственно, при физических 









































































































































В ходе выполнения НИР исследованы вклады в аномальные магнитные 
моменты лептонов от диаграмм поляризации вакуума замкнутыми леп-
тонными петлями в высших порядках разложения по постоянной тонкой 
структуры. Рассмотрен случай, когда лептонные петли образованы одина­
ковыми лептонами с массой меньшей, чем масса исходного лептона (t < 1). 
Для коэффициентов разложения an(t) получено два взаимно дополняющих 
выражения, по разному ведущих себя как функция t. 
va) Поведение коэффициентов разложения при больших n описывается 
выражением 
n 1 1 1 
an(t)~e - ^ - - t2 Γ ( 1 + n , - 2 lnt) t<1, n>1. 
Значения n*, начиная с которых это выражение обеспечивает точность 
не хуже 10 % приведены в таблице 4. 
(Ь) Начиная с n > 1 коэффициенты разложения аппроксимируются фор­
мулой 
˜ bn(t)~bM(t)-(-1 
2 5 /- 1 5 
eJt 
3 n 
n! , t мало , n любое 
где bn > ( t) находятся по рекуррентному соотношению с помощью пре­
образования Бореля, как это было описано в работе [10]. В таблице 
11 приведены n*, начиная с которых достигается требуемая относи­
тельная точность ε(%). Все приведенные в таблице 1 при t\: t2 и t^ 
значения могут быть получены, используя лишь выражение для bn(t). 
При больших n ^> -2lnt оценка коэффициентов разложения an(t) с 
использованием выражения bn(t) в виде разложения по степеням (γt)^ по­
требует учета большого числа членов разложения. Эту трудность легко 
обойти, поскольку в этом случае можно воспользоваться выражением для 
a ˜n(t). Так например, если при n = 25 отличие между a ˜ n(t2) и bn(t2) состав­
ляет ~ 10 %, то для n > 25 оно уже менее 1 %. 
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Таблица 11 - Порядок n*(t): начиная с которого формула (2.41) обеспечи­



















Результаты могут быть использованы для проверки численных расчетов 
в высших порядках и оценки вкладов высших порядков. 
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